
แนวคิดเฉลยการบ้านครั้งที่ 6
รายวิชา 206331(คณิตศาสตร์ขั้นสูง)

แบบฝึกหัด 3.1

1. จงบอกว่าปริพันธ์ต่อไปน้ีเป็นปริพันธ์ไม่ตรงแบบหรือไม่ ถ้าเป็นจงบอกชนิดของปริพันธ์ไม่
ตรงแบบด้วย

(ก) ∫
5

2

x2
+ 1

(x − 4)3
dx

ตอบ เป็นปริพันธ์ไม่ตรงแบบชนิดที่สอง เน่ืองจาก lim
x→4−

x2
+ 1

(x − 4)3
= −∞

และ lim
x→4+

x2
+ 1

(x − 4)3
=∞

(ข) ∫
1

0

lnx

x3
+ 5

dx

ตอบ เป็นปริพันธ์ไม่ตรงแบบชนิดที่สอง เน่ืองจาก lim
x→0+

lnx

x3
+ 5

= −∞

(ค) ∫
π
2

−∞

ex + 1

cos2 x
dx

ตอบ เป็นปริพันธ์ไม่ตรงแบบชนิดที่สาม

(ง) ∫
π

π
2

cosx

x − π
2

dx

ตอบ เป็นปริพันธแท้ เน่ืองจาก lim
x→π

2

cosx

x − π
2

= −1

(จ) ∫
∞

−∞

x

x2
+ x + 1

dx

ตอบ เป็นปริพันธ์ไม่ตรงแบบชนิดที่หน่ึง

3. จงแสดงว่า ∫
5

0

x + e

x − e
dx ลู่เข้าหรือไม่

วิธีทำ ∫
x + e

x − e
dx = ∫ (1 +

2e

x − e
)dx = x + 2eln∣x − e∣ +C

เน่ืองจาก
x + e

x − e
มี e ∈ [0,5] เป็นจุดเอกฐาน

ดังน้ัน ∫
5

0

x + e

x − e
dx เป็นปริพันธ์ไม่ตรงแบบชนิดที่สอง
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(ก) ในแบบปกติ

พิจารณา ∫
e

0

x + e

x − e
dx = lim

ε1→0+
∫

e−ε1

0

x + e

x − e
dx

= lim
ε1→0+

[x + 2eln∣x − e∣]
e−ε1
0

= lim
ε1→0+

(2e ln ε1 − ε1 − e)

= −∞

เน่ืองจาก ∫
5

0

x + e

x − e
dx = ∫

e

0

x + e

x − e
dx + ∫

5

e

x + e

x − e
dx

= lim
ε1→0+

∫

e−ε1

0

x + e

x − e
dx + lim

ε2→0+
∫

5

e+ε2

x + e

x − e
dx

เพราะฉะน้ัน ∫
5

0

x + e

x − e
dx ลู่ออก

(ข) ในแบบค่ามุขสำคัญโคชี

∫

5

0

x + e

x − e
= ∫

e

0

x + e

x − e
dx + ∫

5

e

x + e

x − e
dx

= lim
ε→0+

(∫

e−ε

0

x + e

x − e
dx + ∫

5

e+ε

x + e

x − e
dx)

= lim
ε→0+

([x + 2eln∣x − e∣]
e−ε
0 + [x + 2eln∣x − e∣]

5
e+ε)

= lim
ε→0+

(5 − 2e − 2ε + 2e ln(5 − e))

= 5 − 2e + 2e ln(5 − e)

เพราะฉะน้ัน ∫
5

0

x + e

x − e
dx ลู่เข้า

6. ให้ p เป็นค่าคงตัวและ a > 0

จงพิสูจน์ว่า ∫
∞

a

1

xp
dx ลู่เข้าเมื่อ p > 1 และลู่ออกเมื่อ p ≤ 1

วิธีทำ กรณีที่ p = 1 จะได้ว่า

∫

∞

a

1

x
dx = lim

b→∞
∫

b

a

1

x
dx = lim

b→∞
(ln b − lna) =∞

กรณีที่ p < 1 (น้ันคือ −p + 1 < 0) จะได้ว่า

lim
b→∞
∫

b

0

1

xp
dx = lim

b→∞

1

−p + 1
(

1

b−(−p+1)
) = 0

กรณีที่ p > 1 (น้ันคือ −p + 1 > 0) จะได้ว่า

lim
b→∞
∫

b

0

1

xp
dx = lim

b→∞

1

−p + 1
(b−p+1

) =∞

เพราะฉะน้ัน ∫
∞

a

1

xp
dx ลู่เข้าเมื่อ p > 1 และลู่ออกเมื่อ p ≤ 1
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แบบฝึกหัด 3.2

1. ให้ g(x) ≥ 0 สำหรับทุกๆ x ≥ a และสมมติว่า ∫
∞

a
g(x)dx ลู่ออก

ดังน้ัน ถ้า f(x) ≥ g(x) สำหรับทุกๆ x ≥ a จงพิสูจน์ว่า ∫
∞

a
f(x)dx ลู่ออก

วิธีทำ เน่ืองจาก f(x) ≥ g(x) สำหรับทุกๆ x ≥ a

ดังน้ัน สำหรับทุกๆ M > a จะได้ f(x) ≥ g(x)สำหรับทุกๆ x ∈ [a,M]

โดยทฤษฎีบท 2.1 ข้อ 8 จะได้ว่า

∫

M

a
f(x)dx ≥ ∫

M

a
g(x)dx

lim
M→∞

∫

M

a
f(x)dx ≥ lim

M→∞
∫

M

a
g(x)dx

เพราะว่า ∫
∞

a
g(x)dx = lim

M→∞
∫

M

a
f(x)dx ลู่ออก

ดังน้ัน lim
M→∞

∫

M

a
g(x)dx = ∫

∞

a
f(x)dx ลู่ออก

2. จงทดสอบว่าปริพันธ์ต่อไปน้ีลู่เข้าหรือลู่ออก

(ก) ∫
∞

2

x2

x5
+ 4x3

− 1
dx

วิธีทำ เน่ืองจาก lim
x→∞

x3
(

x2

x5
+ 4x3

− 1
) = 1

โดยทฤษฎีบท 3.5 ข้อ 1) จะได้ว่า ∫
∞

2

x2

x5
+ 4x3

− 1
dx ลู่เข้า

(ข) ∫
∞

3

x4
− 1

√

x10
+ 1

dx

วีธีทำ เน่ืองจาก lim
x→∞

x(
x4
− 1

√

x10
+ 1

) = 1

โดยทฤษฎีบท 3.5 ข้อ 2) จะได้ว่า ∫
∞

3

x4
− 1

√

x10
+ 1

dx ลู่ออก

4. จงพิสูจน์ว่า ∫
∞

1

cosx

x4
dx ลู่เข้าสัมบูรณ์

วิธีทำ เน่ืองจาก 0 ≤ ∣
cosx

x4
∣ ≤

1

x4
สำหรับทุกๆ x ≥ 1

เน่ืองจาก 4 > 1 โดยทฤษฎีบท 3.1 ข้อ ข) จะได้ว่า ∫
∞

1

1

x4
dx ลู่เข้า

โดยทฤษฎีบท 3.3 จะได้ว่า ∫
∞

1
∣
cosx

x4
∣ dx ลู่เข้า

เพราะฉะน้ัน ∫
∞

1

cosx

x4
dx ลู่เข้าสัมบูรณ์
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6. จงตรวจสอบการลู่เข้าของปริพันธ์ต่อไปน้ี

(ข) ∫
4

2

1
√

(4 − x)(x − 2)
dx

วิธีทำ พิจารณา ∫
3

2

1
√

(4 − x)(x − 2)
dx

เน่ืองจาก lim
x→2+

(x − 2)
1
2

⎛

⎝

1
√

(4 − x)(x − 2)

⎞

⎠

=
1

√

2
เป็นจำนวนจำกัด

โดยทฤษฎีบท 3.9 ข้อ 1) จะได้ว่า ∫
3

2

1
√

(4 − x)(x − 2)
dx ลู่เข้า

ต่อไปพิจารณา ∫
4

3

1
√

(4 − x)(x − 2)
dx

เน่ืองจาก lim
x→4−

(4 − x)
1
2

⎛

⎝

1
√

(4 − x)(x − 2)

⎞

⎠

=
1

√

2
เป็นจำนวนจำกัด

โดยทฤษฎีบท 3.10 ข้อ 1) จะได้ว่า ∫
4

3

1
√

(4 − x)(x − 2)
dx ลู่เข้า

เน่ืองจาก ∫
4

2

1
√

(4 − x)(x − 2)
dx = ∫

3

2

1
√

(4 − x)(x − 2)
dx+∫

4

3

1
√

(4 − x)(x − 2)
dx

ดังน้ัน ∫
4

2

1
√

(4 − x)(x − 2)
dx ลู่เข้า

(ง) ∫
1

0

3cos−1 x

x
dx

วิธีทำ พิจารณา ∫
0

1

3cos−1 x

x
dx

เน่ืองจาก lim
x→0−

x(
3cos−1 x

x
) = 3

π
2

โดยทฤษฎีบท 3.10 ข้อ 2) จะได้ว่า ∫
0

1

3cos−1 x

x
dx ลู่ออก

เน่ืองจาก ∫
1

0

3cos−1 x

x
dx = −∫

0

1

3cos−1 x

x
dx

ดังน้ัน ∫
1

0

3cos−1 x

x
dx ลู่ออก

8. จงแสดงว่า ∫
∞

0
e−αx sinkxdx ลู่เข้าสม่ำเสมอและลู่เข้าสัมบูรณ์ สำหรับจำนวนจริง k ใดๆ

และ α ที่ซึ่ง 0 < a ≤ α ≤ b

วิธีทำ เลือก M(x) = e−αx เมื่อ 0 < a ≤ α ≤ b

จะได้ว่า ∣e−αx sinkx∣ ≤M(x)

เน่ืองจาก ∫
∞

0
M(x)dx = ∫

∞

0
e−αx dx และ 0 < α

โดยทฤษฎีบท 3.1 ข้อ ก) จะได้ว่า ∫
∞

0
M(x)dx ลู่เข้า

ดังน้ัน โดยทฤษฎีบท 3.12 จะได้ว่า ∫
∞

0
e−αx sinkxdx ลู่เข้าสม่ำเสมอและลู่เข้าสัมบูรณ์

สำหรับจำนวนจริง k ใดๆ และ α ที่ซึ่ง 0 < a ≤ α ≤ b
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แบบฝกหัด 3.3

2. จงพิสูจนวา ถา a, b > 0 แลว ∫ ∞

0

e−ax − e−bx

x
dx = ln

(
b

a

)

พิสูจน. ให M(x) = e−ax จะเห็นวา

|e−αx| ≤ e−ax =M(x) ∀α ∈ [a, b]

และ ∫ ∞

0

M(x) dx =

∫ ∞

0

e−ax dx

เปนปริพันธลูเขา (ปริพันธเรขาคณิต ; a > 0)

โดยทฤษฎีบทการทดสอบเอ็มไวแยรสตราสส (ทฤษฎีบท 3.12) จะไดวา∫ ∞

0

e−αx dx

ลูเขาสม่ำเสมอในชวง [a, b] และเนื่องจาก∫ b

a

e−αx dα =
e−ax − e−bx

x

ซึ่ง e−αx เปนฟงกชันตอเนื่อง ดังนั้น โดยทฤษฎีบทเกี่ยวกับปริพันธลูเขาสม่ำเสมอ (ทฤษฎีบท 3.15) จึงไดวา∫ ∞

0

e−ax − e−bx

x
dx =

∫ ∞

0

∫ b

a

e−αx dα dx

=

∫ b

a

∫ ∞

0

e−αx dx dα

=

∫ b

a

(
lim
c→∞

∫ c

0

e−αx dx

)
dα

=

∫ b

a

1

α
dα = ln

(
b

a

)
⋆
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แบบฝกหัด 3.4

2. จงหาคาของ F
(√

3
2
, π
6

)
วิธีทำ. จากตารางปริพันธเชิงวงรีไมบริบูรณ ชนิดที่ 1 เมื่อ ψ = π

3
= 60◦ และ ϕ = π

6
= 30◦

จะไดวา F
(√

3
2
, π
6

)
= 1.0896 ⋆

3. จงพิสูจนวา ∫ π/2

0

1√
2− cosx

dx =
2√
3

{
F

(√
2

3
,
π

2

)
− F

(√
2

3
,
π

4

)}

พิสูจน. เนื่องจาก

2− cosx = 2−
(
2 cos2 x

2
− 1
)
= 3− 2 cos2 x

2

เพราะฉะนั้น ∫ π/2

0

1√
2− cosx

dx =

∫ π/2

0

1√
3− 2 cos2 x

2

dx =
1√
3

∫ π/2

0

1√
1− 2

3
cos2 x

2

dx

ให x
2
=
π

2
− u ดังนั้น

cos x
2
= sinu และ x = 0 ⇔ u =

π

2
และ x =

π

2
⇔ u =

π

4

จะไดวา ∫ π/2

0

1√
2− cosx

dx =
2√
3

∫ π/2

π/4

1√
1− 2

3
sin2 u

du

=
2√
3


∫ π/2

0

1√
1− 2

3
sin2 u

du−
∫ π/4

0

1√
1− 2

3
sin2 u

du


=

2√
3

{
F

(√
2

3
,
π

2

)
− F

(√
2

3
,
π

4

)}
⋆
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5. จงหาคาปริพันธตอไปนี้ในรูปปริพันธเชิงวงรี∫ ∞

√
2

1√
(x2 − 1)(x2 + 9)

dx

วิธีทำ. ให x = sec θ ดังนั้น

x =
√
2 ⇔ θ =

π

4
และ x =⇔ θ =

π

2

จะไดวา ∫ ∞

√
2

1√
(x2 − 1)(x2 + 9)

dx =

∫ π/2

π/4

sec θ tan θ√
(sec2 θ − 1)(sec2 θ + 9)

dθ

=

∫ π/2

π/4

sec θ√
1

cos2 θ + 9
dθ

=

∫ π/2

π/4

sec θ cos θ√
1 + 9 cos2 θ

dθ

=

∫ π/2

π/4

1√
10− 9 sin2 θ

dθ

=
1√
10

∫ π/2

π/4

1√
1− 9

10
sin2 θ

dθ

=
1√
10

{
F

(√
9

10
,
π

2

)
− F

(√
9

10
,
π

4

)}
⋆
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