
แนวคิดเฉลยการบ้านครั้งที่ 2
รายวิชา 206331(คณิตศาสตร์ขั้นสูง)

แบบฝึกหัด 1.4

กำหนด f(x, y) มาให้ จงหา Dxf(1,3) โดยใช้สูตร

ก) Dxf(x0, y0) = lim
∆x→0

f(x0 +∆x, y0) − f(x0, y0)

∆x

ข) Dxf(x0, y0) = lim
x→x0

f(x, y0) − f(x0, y0)

x − x0

ค) Dxf(x, y) = lim
∆x→0

f(x +∆x, y) − f(x, y)

∆x

จากน้ันจึงแทนค่า (x, y) = (1,3)

7. f(x, y) = 4y − x2

ก) วิธีทำ จาก Dxf(x0, y0) = lim
∆x→0

f(x0 +∆x, y0) − f(x0, y0)

∆x

จะได้ว่า Dxf(1,3) = lim
∆x→0

f(1 +∆x,3) − f(1,3)

∆x

= lim
∆x→0

3(1 +∆x)(3) + 2(1 +∆x)3
− (3(1)(3) + 2(13

))

∆x

= lim
∆x→0

9 + 9∆x + 2 (1 + 3∆x + 3(∆x)2
+ (∆x)3

) − 9 − 2

∆x

= lim
∆x→0

15∆x + 6(∆x)2
+ 2(∆x)3

∆x

= lim
∆x→0

∆x(15 + 6∆x + 2(∆x)2
)

∆x

= lim
∆x→0

(15 + 6∆x + 2(∆x)2
)

= 15 + 6(0) + 2(02
)

= 15
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ข) วิธีทำ จาก Dxf(x0, y0) = lim
x→x0

f(x, y0) − f(x0, y0)

x − x0

จะได้ว่า Dxf(1,3) = lim
x→1

f(x,3) − f(1,3)

x − 1

= lim
x→1

3x(3) + 2x3
− (3(1)(3) + 2(13

))

x − 1

= lim
x→1

2x3
+ 9x − 11

x − 1

= lim
x→1

(x − 1)(2x2
+ 2x + 11)

x − 1

= lim
x→1

(2x2
+ 2x + 11)

= 2(12
) + 2(1) + 11

= 15

ค) วิธีทำ จาก Dxf(x, y) = lim
∆x→0

f(x +∆x, y) − f(x, y)

∆x
จะได้ว่า

Dxf(x, y) = lim
∆x→0

3(x +∆x)y + 2(x +∆x)3
− (3xy + 2x3

)

∆x

= lim
∆x→0

3xy + 3(∆x)y + 2x3
+ 6x2∆x + 6x(∆x)2

+ 3(∆x)3
− 3xy − 2x3

∆x

= lim
∆x→0

3(∆x)y + 6x2∆x + 6x(∆x)2
+ 3(∆x)3

∆x

= lim
∆x→0

(∆x)(3y + 6x2
+ 6x∆x + 3(∆x)2

)

∆x

= lim
∆x→0

(3y + 6x2
+ 6x∆x + 3(∆x)2

)

= 3y + 6x2
+ 6(0)x + 3(02

)

= 3y + 6x2

ดังน้ัน Dxf(1,3) = 3(3) + 6(12
) = 15
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12. จงหา Dxf(0,0) และ Dyf(0,0) เมื่อกำหนดให้

f(x, y) =

⎧
⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎩

x2
+ y2

x + y
ถ้า (x, y) ≠ (0,0)

0 ถ้า (x, y) = (0,0)

วิธีทำ จาก Dxf(x0, y0) = lim
x→x0

f(x, y0) − f(x0, y0)

x − x0

จะได้ว่า Dxf(0,0) = lim
x→0

f(x,0) − f(0,0)

x − 0

= lim
x→0

x2+02

x+0

x

= lim
x→0

x2

x2

= lim
x→0

1

= 1

และจะได้ว่า Dyf(0,0) = lim
y→0

f(0, y) − f(0,0)

y − 0

= lim
y→0

02+y2

0+y
y

= lim
y→0

y2

y2

= lim
y→0

1

= 1

15. จงหาความชันของเส้นสัมผัสกับเส้นโค้งที่เกิดจากการตัดกันของพื้นผิว z =
√

x2
+ y2 และ

ระนาบ y = 1 ที่จุด (1,1,
√

2)

วิธีทำ จะหา Dxf(x, y) จาก

Dxf(x, y) =
∂

∂x

√

x2
+ y2

=

∂

∂x
(x2
+ y2

)

1
2

=

1

2
(x2
+ y2

)
− 1

2
∂

∂x
(x2
+ y2

)

=

1

2
(x2
+ y2

)
− 1

2 (2x)

=

x
√

x2
+ y2

ดังน้ันความชันของเส้นสัมผัสกับเส้นโค้งที่เกิดจากการตัดกันของพื้นผิว z =
√

x2
+ y2 และ

ระนาบ y = 1 ที่จุด (1,1,
√

2) คือ Dx(1,1) =
1

√

12
+ 12

=

1
√

2
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แบบฝึกหัด 1.5

จงใช้ทฤษฎีบทค่าเฉลี่ยสำหรับฟังก์ชันของสองตัวแปรหาค่า ξ1 หรือ ξ2 โดยที่

5. f(x, y) = x3
− y2 เมื่อ x ∈ [1,6] และ b = 2

วิธีทำ จาก f(x, y) = x3
− y2

จะได้ว่า Dx(x, y) = 3x2

จากหมายเหตุ 1.5 ในทฤษฎีบท 1.7 จะมี ξ1 ในช่วงปิด [1,6] ซึ่ง

f(6,2) − f(1,2) = (6 − 1)Dxf(ξ1,4)

63
− 22
− (13

− 22
) = 5(3 ξ2

1)

215 = 15 ξ2
1

ξ2
1 =

215

15

ξ1 = ±

√

43

3

เน่ืองจาก 1 < ξ1 < 6 ดังน้ัน ξ1 =

√

43

3

7. จงพิสูจน์ว่า f สามารถหาอนุพันธ์ได้ที่จุด (0,0) โดยใช้ทฤษฎีบท เมื่อกำหนดให้

f(x, y) =

⎧
⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎩

xy(x2
− y2

)

x2
+ y2

เมื่อ (x, y) ≠ (0,0)

0 เมื่อ (x, y) = (0,0)

วิธีทำ ก่อนอื่นจะต้องหา Dxf ซึ่งจะแยกกรณีคือ (x, y) = (0,0) และ (x, y) ≠ (0,0)

(ก) กรณี (x, y) = (0,0) จากนิยามของอนุพันธ์ย่อย

Dxf(0,0) = lim
x→0

f(x,0) − f(0,0)

x − 0

= lim
x→0

x(0)(x2−02)
x2−02 − 0

x

= lim
x→0

0

= 0
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(ข) กรณี (x, y) ≠ (0,0) สามารถหาโดยใช้หลักของการหาอนุพันธ์ย่อย จะได้

Dxf(x, y) =
∂

∂x

xy(x2
− y2

)

x2
+ y2

=

∂

∂x

x3y − xy3

x2
+ y2

=

(x2
+ y2

)
∂
∂x(x

3y − xy3
) − (x3y − xy3

)
∂
∂x(x

2
+ y2

)

(x2
+ y2

)
2

=

x4y + 4x2y3
− y5

(x2
+ y2

)
2

ดังน้ันจะได้ว่า

Dxf(x, y) =

⎧
⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎩

x4y + 4x2y3
− y5

(x2
+ y2

)
2

, (x, y) ≠ (0,0)

0 , (x, y) = (0,0)

ในทำนองเดียวกัน

Dyf(x, y) =

⎧
⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎩

x5
− 4x3y2

− xy4

(x2
+ y2

)
2

, (x, y) ≠ (0,0)

0 , (x, y) = (0,0)

เพราะฉะน้ัน Dxf(x, y) และ Dxf(x, y)มีที่ทุกๆ จุด (x, y) ในย่านจุด (0,0)

ต่อไปจะแสดงว่า Dxf ต่อเน่ืองที่จุด (0,0)

(1) Dxf(0,0) = 0

(2) จะแสดงว่า lim
(x,y)→(0,0)

Dxf(x, y) = 0

สำหรับ ε > 0 เลือก δ =
ε

6
> 0 เมื่อ 0 <

√

x2
+ y2

< δ น่ันคือ

∣y∣ =
√

y2
≤

√

x2
+ y2

< δ จะได้ว่า

∣Dxf(x, y) − 0∣ = ∣

x4y + 4x2y3
− y5

(x2
+ y2

)
2

∣

≤ ∣

x4

(x2
+ y2

)
2
∣ ∣y∣ + 4 ∣

x2

x2
+ y2

∣ ∣

y2

x2
+ y2

∣ ∣y∣ + ∣

y4

(x2
+ y2

)
2
∣ ∣y∣

≤ ∣y∣ + 4∣y∣ + ∣y∣

= 6∣y∣

< 6δ

= 6(

ε

6
)

= ε

ในทำนองเดียวกันสามารถแสดงได้ว่า Dyf ต่อเน่ืองที่จุด (0,0)

โดยทฤษฎีบท 1.8 สรุปได้ว่า f หาอนุพันธ์ได้ที่จุด (0,0)
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10. จงพิสูจน์ว่า f สามารถหาอนุพันธ์ได้ที่จุด (0,0,0) เมื่อกำหนดให้

f(x, y, z) =

⎧
⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎩

x2yz

x2
+ y2
+ z2

เมื่อ (x, y, z) ≠ (0,0,0)

0 เมื่อ (x, y, z) = (0,0,0)

วิธีแรก (ใช้นิยาม)

จาก f(x, y, z) =

⎧
⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎩

x2yz

x2
+ y2
+ z2

เมื่อ (x, y, z) ≠ (0,0,0)

0 เมื่อ (x, y, z) = (0,0,0)

จะได้ว่า

Dxf(0,0,0) = lim
x→0

f(x,0,0) − f(0,0,0)

x − 0

= lim
x→0

x2(0)(0)
x2+02+02 − 0

x

= lim
x→0

0

= 0

Dyf(0,0,0) = lim
y→0

f(0, y,0) − f(0,0,0)

y − 0

= lim
y→0

02(y)(0)
02+y2+02 − 0

y

= lim
y→0

0

= 0

ในทำนองเดียวกันจะได้ว่า Dzf(0,0,0) = 0

จาก ∆f(x0, y0, z0) = f(x0 +∆x, y0 +∆y, z0 +∆z) − f(x0, y0, z0)

จะได้ว่า

∆f(0,0,0) =
(∆x)2∆y∆z

(∆x)2
+ (∆y)2

+ (∆z)2
− 0

= 0(∆x) + 0(∆y) + 0(∆z) +
(∆x)2

(∆y)(∆z)

(∆x)2
+ (∆y)2

+ (∆z)2

= Dxf(0,0,0)∆x +Dyf(0,0,0)∆y +Dzf(0,0,0)∆z

+

(∆x)2∆y∆z

(∆x)2
+ (∆y)2

+ (∆z)2

= Dxf(0,0,0)∆x +Dyf(0,0,0)∆y +Dzf(0,0,0)∆z

+ (

1

3
)(

∆x∆y∆z

(∆x)2
+ (∆y)2

+ (∆z)2
)∆x + (

1

3
)(

(∆x)2∆z

(∆x)2
+ (∆y)2

+ (∆z)2
)∆y

+ (

1

3
)(

(∆x)2∆y

(∆x)2
+ (∆y)2

+ (∆z)2
)∆z
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ต่อไปจะแสดงว่า lim
(∆x,∆y,∆z)→(0,0,0)

(

1

3
)

∆x∆y∆z

(∆x)2
+ (∆y)2

+ (∆z)2
= 0

ให้ ε > 0 เลือก δ = 3 ε > 0

สำหรับทุกจุด (∆x,∆y,∆z) ที่ 0 <
√

(∆x)2
+ (∆y)2

+ (∆z)2
< δ

จะเห็นว่า ∣∆x∣ =
√

(∆x)2
≤

√

(∆x)2
+ (∆y)2

+ (∆z)2
< δ,

∣∆x∣
√

(∆x)2
+ (∆y)2

+ (∆z)2
≤ 1 และ

∣∆z∣
√

(∆z)2
+ (∆y)2

+ (∆z)2
≤ 1

จะได้ว่า ∣(

1

3
)

∆x∆y∆z

(∆x)2
+ (∆y)2

+ (∆z)2
− 0∣

= ∣(

1

3
)

∆x∆y∆z

(∆x)2
+ (∆y)2

+ (∆z)2
∣

=

∣∆x∣

3

⎛

⎝

∣∆y∣
√

(∆x)2
+ (∆y)2

+ (∆z)2

⎞

⎠

⎛

⎝

∣∆z∣
√

(∆x)2
+ (∆y)2

+ (∆z)2

⎞

⎠

≤

∣∆x∣

3

<

δ

3

=

3 ε

3

= ε

ในทำนองเดียวกันสาามารถแสดงได้ว่า

lim
(∆x,∆y,∆z)→(0,0,0)

(

1

3
)

(∆x)2∆z

(∆x)2
+ (∆y)2

+ (∆z)2
= 0

และ
lim

(∆x,∆y,∆z)→(0,0,0)
(

1

3
)

(∆x)2∆y

(∆x)2
+ (∆y)2

+ (∆z)2
= 0

ดังน้ัน ε1 = (

1

3
)

∆x∆y∆z

(∆x)2
+ (∆y)2

+ (∆z)2

ε2 = (

1

3
)

(∆x)2∆z

(∆x)2
+ (∆y)2

+ (∆z)2

ε3 = (

1

3
)

(∆x)2∆y

(∆x)2
+ (∆y)2

+ (∆z)2

ดังน้ัน f หาอนุพันธ์ได้ที่จุด (0,0,0)

วิธีที่สอง (ใช้ทฤษฎีบท)
ก่อนอื่นจะต้องหา Dxf ซึ่งจะแยกกรณีคือ (x, y, z) = (0,0,0) และ (x, y, z) ≠ (0,0,0)

(ก) กรณี (x, y, z) = (0,0,0) โดยวิธีแรกจะได้ว่า

Dxf(0,0,0) =Dyf(0,0,0) =Dzf(0,0,0) = 0
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(ข) กรณี (x, y, z) ≠ (0,0,0) สามารถหาโดยใช้หลักของการหาอนุพันธ์ย่อยจะได้

Dxf(x, y, z) =
(x2
+ y2
+ z2

)
∂
∂x(x

2yz) − x2yz ∂
∂x(x

2
+ y2
+ z2

)

(x2
+ y2
+ z2

)
2

=

2xy3z + 2xyz3

(x2
+ y2
+ z2

)
2

Dyf(x, y, z) =
(x2
+ y2
+ z2

)
∂
∂y(x

2yz) − x2yz ∂
∂y(x

2
+ y2
+ z2

)

(x2
+ y2
+ z2

)
2

=

x4z + x2z3
− x2y2z

(x2
+ y2
+ z2

)
2

ในทำนองเดียวกันจะได้ว่า

Dzf(x, y, z) =
x4y + x2y3

− x2yz2

(x2
+ y2
+ z2

)
2

ดังน้ันจะได้ว่า

Dxf(x, y, z) =

⎧
⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎩

2xy3z + 2xyz3

(x2
+ y2
+ z2

)
2

, (x, y, z) ≠ (0,0,0)

0 , (x, y, z) = (0,0,0)

Dyf(x, y, z) =

⎧
⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎩

x4z + x2z3
− x2y2z

(x2
+ y2
+ z2

)
2

, (x, y, z) ≠ (0,0,0)

0 , (x, y, z) = (0,0,0)

Dzf(x, y, z) =

⎧
⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎩

x4y + x2y3
− x2yz2

(x2
+ y2
+ z2

)
2

, (x, y, z) ≠ (0,0,0)

0 , (x, y, z) = (0,0,0)

เพราะฉะน้ัน Dxf(x, y, z),Dyf(x, y, z) และ Dzf(x, y, z) มีที่ทุกๆ จุด (x, y, z)) ในย่านจุด
(0,0,0)

ต่อไปจะแสดงว่า Dxf ต่อเน่ืองที่จุด (0,0,0)

(1) Dxf(0,0,0) = 0

(2) จะแสดงว่า lim
(x,y,z)→(0,0,0)

Dxf(x, y, z) = 0

ให้ ε > 0 เลือก δ =

ε

4
> 0 สำหรับทุกๆ จุด (x, y, z) ที่ 0 <

√

x2
+ y2
+ z2

< δ

จะเห็นว่า
∣y∣ =

√

y2
≤

√

x2
+ y2
+ z2

< δ

∣z∣ =
√

z2
≤

√

x2
+ y2
+ z2

< δ

∣x∣
√

x2
+ y2
+ z2

≤ 1
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∣y∣
√

x2
+ y2
+ z2

≤ 1

และ
∣z∣

√

x2
+ y2
+ z2

≤ 1

จะได้ว่า ∣

2xy3z + 2xyz3

(x2
+ y2
+ z2

)
2
− 0∣

= ∣

2xy3z + 2xyz3

(x2
+ y2
+ z2

)
2
∣

≤ ∣

2xy3z

(x2
+ y2
+ z2

)
2
∣ + ∣

2xyz3

(x2
+ y2
+ z2

)
2
∣

= 2∣y∣
⎛

⎝

∣x∣
√

x2
+ y2
+ z2

⎞

⎠

(

y2

x2
+ y2
+ z2

)

⎛

⎝

∣z∣
√

x2
+ y2
+ z2

⎞

⎠

+ 2∣z∣
⎛

⎝

∣x∣
√

x2
+ y2
+ z2

⎞

⎠

⎛

⎝

∣y∣
√

x2
+ y2
+ z2

⎞

⎠

(

z2

x2
+ y2
+ z2

)

≤ 2∣y∣ + 2∣z∣

< 2δ + 2δ

= 4δ

= 4(

ε

4
)

= ε

และจะแสดงว่า Dyf ต่อเน่ืองที่จุด (0,0,0)

(1) Dyf(0,0,0) = 0

(2) จะแสดงว่า lim
(x,y,z)→(0,0,0)

Dyf(x, y, z) = 0

ให้ ε > 0 เลือก δ =
ε

3
> 0 สำหรับทุกจุด (x, y, z) ที่ 0 <

√

x2
+ y2
+ z2

< δ จะเห็นว่า

∣z∣ =
√

z2
≤

√

x2
+ y2
+ z2

< δ

จะได้ว่า ∣

x4z + x2z3
− x2y2z

(x2
+ y2
+ z2

)
2
− 0∣

= ∣

x4z + x2z3
− x2y2z

(x2
+ y2
+ z2

)
2

∣

≤ ∣

x4z

(x2
+ y2
+ z2

)
2
∣ + ∣

x2z3

(x2
+ y2
+ z2

)
2
∣ + ∣

x2y2z

(x2
+ y2
+ z2

)
2
∣

9



= (

x4

(x2
+ y2
+ z2

)
2
) ∣z∣ + (

x2

(x2
+ y2
+ z2

)
2
)(

z2

(x2
+ y2
+ z2

)
2
) ∣z∣

+ (

x2

(x2
+ y2
+ z2

)
2
)(

y2

(x2
+ y2
+ z2

)
2
) ∣z∣

≤ ∣z∣ + ∣z∣ + ∣z∣

= 3∣z∣

< 3δ

= 3(

ε

3
)

= ε

ในทำนองเดียวกันสามารถแสดงได้ว่า Dzf ต่อเน่ืองที่จุด (0,0,0)

โดยทฤษฎีบท 1.8 สำหรับฟังก์ชันสามตัวแปร สรุปได้ว่า f หาอนุพันธ์ได้ที่จุด (0,0,0)

11. กำหนดให้ s เป็นความถ่วงจำเพาะของวัตถุอย่างหน่ึงมีสูตร s =
A

A −W
โดยที่ A และ W

เป็นน้ำหนักของวัตถุในอากาศและในน้ำตามลำดับ ซึ่งมีหน่วยเป็นปอนด์ ถ้าน้ำหนักของวัตถุ
ในอากาศและในน้ำชั่งได้เท่ากับ 20 ปอนด์ และ 12 ปอนด์ ซึ่งมีความคลาดเคลื่อนที่เป็นไป
ได้ 0.01 ปอนด์ และ 0.02 ปอนด์ ตามลำดับ จงหาค่าโดยประมาณของความคลาดเคลื่อนที่
มากที่สุดที่เป็นไป ได้ในการคำนวณ s จากการชั่งครั้งน้ีแล้วหาเปอร์เซ็นต์ของความคลาด-
เคลื่อน
วิธีทำ จาก s =

A

A −W
จะได้ว่า

∂s

∂A
= −

W

(A −W )
2

และ
∂A

∂W
=

A

(A −W )
2

จากนิยาามผลต่างเชิงอนุพันธ์รวม ds =
∂s

∂A
dA +

∂s

∂W
dW

เพราะฉะน้ัน
∣ds∣ ≤ ∣

∂s

∂A
∣ ∣dA∣ + ∣

∂s

∂W
∣ ∣dW ∣

เน่ืองจาก dA ≈ ∆A ≤ 0.01, dW ≈ ∆W ≤ 0.02,A = 20 และ W = 12

จะได้ว่า ความคลาดเคลื่อนที่มากที่สุดที่เป็นไปได้ในการคำนวณ s คือ

∣ds∣ ≤ ∣

12

(20 − 12)2
∣ (0.01) + ∣

20

(20 − 12)2
∣ (0.02)

=

0.52

64

=

52

6400

เปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื่อนเท่ากับ
ds

s
× 100 =

52

6400
×

8

20
× 100 = 0.325
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